
پیوستگی: و حد

نقطه: در کنیدحد باشد:اگر𝐿۱فرض حقیقی عدد یک

𝑓(𝑥)مجاورت ازای𝑥۰در 𝑥به > 𝑥۰باشد شده تعریف

وقتی که طوری 𝑥۰به به 𝑥کند می هر𝑓(𝑥)میل به

به دلخواه 𝐿۱میزان راست  حد گوییم می شود، نزدیک

𝑓(𝑥)وقتی𝑥۰ به 𝑥کند می است.𝐿۱میل

برای تعاریف 𝑥همین < 𝑥۰←چپ 𝑓(𝑥)حد

حد: تابع𝑥۰اگرتعریف دامنه انتهایی نقطه limنباشد،𝑓یک
𝑥→𝑥۰

𝑓(𝑥) = 𝐿.است

اگر تنها و limاگر
𝑥→𝑥

۰
−
𝑓(𝑥) = 𝐿 و lim

𝑥→𝑥
۰
+
𝑓(𝑥) = 𝐿.باشند موجود و مساوی دو هر

تابع𝑥۰اگر- ی دامنه ابتدایی نقطه راست𝑓یک یا چپ حد حالت این در حد𝑥۰در𝑓باشد همان

است.𝑥۰در𝑓تابع

حد: تابعقضایای دو 𝑔اگر و𝑓و باشند شده تعریف یکسانی ی دامنه limروی
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿۱و

lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝐿۲:آنگاه

(۱) lim
𝑥→𝑎
(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) + lim

𝑥→𝑎
𝑔(𝑥) = 𝐿۱ + 𝐿۲ 

(۲) lim
𝑥→𝑎
(𝑓 − 𝑔)(𝑥) = lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) − lim

𝑥→𝑎
𝑔(𝑥) = 𝐿۱ − 𝐿۲ 

(۳) lim
𝑥→𝑎
(𝑓. 𝑔) (𝑥) = lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) × lim

𝑥→𝑎
𝑔(𝑥) = 𝐿۱. 𝐿۲ 

𝐿۱ 

𝑥۰ 

lim
𝑥→𝑥

۰
+
𝑓(𝑥) = 𝐿۱ 

𝐿۱ 

𝑥۰ 

lim
𝑥→𝑥

۰
−
𝑓(𝑥) = 𝐿۱ 
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(۴) lim
𝑥→𝑎

(
𝑓

𝑔
) (𝑥) =

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)
=
𝐿۱

𝐿۲
= 𝐿۲ ≠ ۰ 

فشردگی: هرقضیه ازای به شامل𝑥هرگاه بازی ی بازه 𝑎،ℎ(𝑥)در ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥)نیز و

lim
𝑥→𝑎

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝐿

داری: کران limاگرقضیه
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = تابع۰ محذوف𝑔و همسایگی یک آنگاه𝑎در باشد، دار کران

lim
𝑥→۰
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = ۰

limمثال:
𝑥→۰
sin 𝑥 sin

۱

𝑥
= ۰

یمثال: ضابطه با تابع 𝑓(𝑥)دو = (𝑥 + 𝑎)[𝑥]اگرlim
𝑥→۲

+
𝑓(𝑥) − lim

𝑥→۲
− 𝑓(𝑥) = عدد۳ باشد.

تجربی𝑎حقیقی )سراسری است؟ (87کدام

= ۲ (۲+ 𝑎) − ۱ (۲+ 𝑎) = ۳ → ۴+ ۲𝑎 − ۲ − 𝑎 = ۳ → 𝑎 + ۲ = ۳ → 𝑎 = ۱ 

𝑓(𝑥)اگرمثال: = {
𝑎𝑥 − ۱ 𝑥 < ۱

𝑥۲ + ۲𝑎 𝑥 ≥ ۱
limو

𝑥→۱
+
𝑓(𝑥) − lim

𝑥→۱
− 𝑓(𝑥) = − کدام𝑎مقدار۱

ریاضی )سراسری (86-است؟

= ((۱)
۲
+ ۲𝑎) − (𝑎 − ۱) = −۱ → ۲𝑎 + ۱ − 𝑎 + ۱ = −۱ → 𝑎 + ۲ = −۱ → 𝑎 = −۳ 

ابهام   رفع
۰

۰
روش: سه از شوندهاستفاده صفر عامل ارزیحذف هم و هوپیتال ی قاعده ،

𝑓 

𝑔 

ℎ 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿 ∶ گاه  آن

و ها اتحاد از هااستفاده تجزیه
گنگ های عبارت کردن گویا
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کنیم.- می علامت تعیین را آن ابتدا داشتیم قدرمطلق اگر

مثال / lim
𝑥→𝑎

𝑎 − 𝑥

𝑎 − √𝑎𝑥
, 𝑎 > ۰ ×

𝑎 + √𝑎𝑥

𝑎 + √𝑎𝑥
=
(𝑎 − 𝑥)(𝑎 + √𝑎𝑥)

𝑎۲ − 𝑎𝑥

=
(𝑎 − 𝑥)(𝑎 + √𝑎𝑥)

𝑎(𝑎 − 𝑥)
=

۰

۰
مبهم = lim

𝑥→𝑎

𝑎 + √𝑎𝑥

𝑎
=
𝑎 + |𝑎|

𝑎
= ۲ 

/مثال lim

𝑥→
√۱

۴

cos ۲𝑥

۱ − tan 𝑥
=

۰

۰

cos ۲𝑥=𝑐𝑜𝑠۲
𝑥−𝑠𝑖𝑛

۲
𝑥

→              lim

𝑥→
√۱

۴

(cos 𝑥 − sin 𝑥)(cos 𝑥 + sin 𝑥)

۱ −
sin 𝑥
cos 𝑥

= 

lim
(cos 𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥)(𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥)

𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑐𝑜𝑠𝑥

= lim
𝑥→
𝜋

۴

𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥

۱
𝑐𝑜𝑠𝑥

= ۱ 

: هوپیتال مشتقروش ، آن مخرج و صورت مشتق ، آن صورت که است کسری کسری، تابع یک هوپیتال

است. مخرج

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim
𝑥→𝑎

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
 

مثال ∶ lim
𝑥→−۱

𝑥 + √𝑥 + ۲

𝑥۳ + ۱
=

۰

۰

ℎ𝑜𝑝
⇒ lim

𝑥→−۱

۱+
۱

۲√𝑥 + ۲

۳𝑥۲
=

۱+
۱

۲

۳
=

۱

۲
 

مثلثاتی: توابع در ها ارزی هم

𝑎 → ۰ 𝑎 → ۰ 𝑎 → ۰ 
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۱/ sin 𝑎 ≈ 𝑎 ۲/ 𝑡𝑎𝑛 𝑎 ≈ 𝑎 ۳/ ۱− cos 𝑎 ≈
𝑎۲

۲
 

:مثال
sin(𝜋 sin 𝑥)

۲𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥
=

۰

۰
→ lim
𝑥→۰

𝜋 sin 𝑥

۲𝑥 − 𝑥
=
𝜋𝑥

𝑥
= 𝜋 

:مثال lim
𝑥→۰

cos ۲𝑥 − ۱

𝑥۲
=

۰

۰
→ lim

−
(۲𝑥)

۲

۲

𝑥۲
= −۲ 

عبارتمثال: در
|𝑥

۲
−𝑥−۲|

۲𝑥−√𝑥۲
+۱۲

𝑥وقتی → ۲
−

ریاضی است؟)سراسری (9۰-کدام

: صورت علامت 𝑥۲تعیین − 𝑥 − ۲ = برای۰ کسر صورت پس 𝑥پس → ۲
−

است. منفی

𝑎 + 𝑐 = 𝑏: {
𝑥 = −۱

𝑥 = ۲
 

𝑥 → ۰ 

−۱ ۲

+ − + 

𝑥 → ۲
−

 

𝑥 → ۲
−
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→ lim
𝑥→۲

−

−(𝑥۲ − 𝑥 − ۲)

۲𝑥 − √𝑥۲ + ۱۲
=

۰

۰
×

۲𝑥 + √𝑥۲ + ۱۲

۲𝑥 + √𝑥۲ + ۱۲

=
−(𝑥۲ − 𝑥 − ۲)(۲𝑥 + √𝑥۲ + ۱۲)

۴𝑥۲ − 𝑥۲ − ۱۲

=
−(𝑥 − ۲)(𝑥 + ۱)(۲𝑥 + √𝑥۲ + ۱۲)

۳𝑥۲ − ۱۲

=
−(𝑥 − ۲)(𝑥 + ۱)(۲𝑥 + √𝑥۲ + ۱۲)

۳ (𝑥۲ − ۴) = ۳(𝑥 − ۲)(𝑥 + ۲)
=
−۳ × 8

۴ × ۳
= −۲ 

limحاصلمثال:
𝑥→۲

+

۲−√𝑥+6
۳

√𝑥
۲
−۴𝑥+۴

خارج )سراسری بیابید. (9۳را

lim
𝑥→۲

+

۲− √𝑥 + 6
۳

|𝑥 − ۲|
=

۰

۰

ℎ𝑜𝑝
⇒ 

−
۱

۳√(𝑥 + 6)
۲

۳

۱
= −

۱

۳ × ۴
= −

۱

۱۲
 

limحاصلمثال:
𝑥→𝜋

sin(۱+cos𝑥)

۱−cos ۲𝑥
ریاضی )سراسری است؟ (9۲کدام

lim
𝑥→𝜋

sin(۱+ cos 𝑥)

۱− cos ۲𝑥
≈ lim
𝑥→𝜋

− sin 𝑥

+۲ sin ۲𝑥
=

−𝑠𝑖𝑛𝑥

۲ × ۲ sin 𝑥 cos 𝑥
= −

۱

۴ cos 𝑥
=

۱

۴
 𝑥 → 𝜋 
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limحاصلمثال:
cos𝑥−cos ۲𝑥

𝑥
۲

تجربی )سراسری است؟ (9۱-کدام

lim
cos 𝑥 − cos ۲𝑥

𝑥۲
≈ lim
𝑥→۰

۱−
𝑥۲

۲
−(۱−

(۲𝑥)
۲

۲
)

𝑥۲
=

۱−
𝑥۲

۲
− ۱+ ۲𝑥۲

𝑥۲
=

۳

۲
𝑥۲

𝑥۲

=
۳

۲
 

حد: سوالات

عبارتمثال: حد
𝑥

۲
+۱۰𝑥+۱6

۱۲+6√𝑥
۳

𝑥وقتی → است؟)تجربی8− (98-کدام

۱)۲۴-۲)۱8-۳)۱۲-۴)6-

lim
𝑥→−8

𝑓(𝑥) =
۰

۰
مبهم

ℎ𝑜𝑝
→ lim

𝑥→−8

۲𝑥 + ۱۰

6 ×
۱

۳
𝑥
−

۲

۳

= lim
𝑥→−8

(۲𝑥 + ۱۰)√𝑥۲
۳

۲
=
−6 × ۴

۲

= −۱۲ 

عبارتمثال: حد
۲−√۳𝑥+۲

۳

۵𝑥۲
−۱8𝑥+۱6

𝑥وقتی → خارج۲ )تجربی است؟ (98-کدام
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۰۹۱۲۱۰۰۶۷۵۶ 

lim
𝑥→۲
𝑓(𝑥) =

۰

۰
مبهم

ℎ𝑜𝑝
→ lim

𝑥→۲

−
۱

۳
(۳) (۳𝑥 + ۲)

−
۲

۳

۱۰𝑥 − ۱8
= lim
𝑥→۲

−۱

(۱۰𝑥 − ۱8)√(۳𝑥 + ۲)
۲

۳

= −
۱

8
 

limحاصلمثال:
𝑥→۰

sin𝑎 cos𝑥+cos𝑎 sin 𝑥−sin𝑎

𝑥
)ریاضی است؟ (98-کدام

۱)−sin 𝑎۲)−cos 𝑎۳)cos 𝑎۴)sin 𝑎

lim
𝑥→۰
𝑓(𝑥) =

۰

۰
→ lim

𝑥→۰

sin(𝑎 + 𝑥) − sin 𝑎

𝑥
=

۰

۰

ℎ𝑜𝑝
→ lim

𝑥→۰

cos(𝑎 + 𝑥)

۱
= cos 𝑎 

limحاصلمثال:
𝑥→۱

+

𝑠𝑖𝑛
۲
𝜋𝑥

[𝑥]+cos𝜋𝑥
خارج )ریاضی است؟ (98کدام

۱)۱۲)۲۳)𝜋۴)۲𝜋

lim
𝑥→۱

+

𝑠𝑖𝑛۲𝜋𝑥

[𝑥] + cos𝜋𝑥
=

۰

۰

ℎ𝑜𝑝
→ 

𝜋۲ cos 𝜋𝑥 sin 𝜋𝑥

−𝜋 sin 𝜋𝑥
= −۲ cos 𝜋𝑥 = ۲ 

limحاصلمثال:
𝑥→۴

۳𝑥۲
−۱۰𝑥−8

√۳−√𝑥−۱
)تجربی است؟ (97-کدام

۱)۱۱۲-۲)96-۳)8۴-۴)7۲-

𝑥 → ۱
+
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lim
𝑥→۴
𝑓(𝑥) =

۰

۰

ℎ𝑜𝑝
→ lim

𝑥→۴

6𝑥 − ۱۰

−
۱

۲
√𝑥

۲√۳− √𝑥

=
۱۴

−
۱

۴

۲

=
۱۴

−
۱

8

= −۱۱۲ ۱  گزینه

limحاصلمثال:
𝑥→

۳𝜋

۴

−

۱−𝑡𝑎𝑛۲
𝑥

√۱+𝑠𝑖𝑛۲𝑥
ریاضی ( است؟ (97-کدام

۱)−۲√۲۲)−√۲۳)√۲۴)۲√۲

lim

𝑥→
۳𝜋

۴

− 𝑓(𝑥) =
۰

۰
 

ℎ𝑜𝑝
→ lim

𝑥→
۳𝜋

۴

−

۱−
𝑠𝑖𝑛۲𝑥

𝑐𝑜𝑠۲𝑥

√۱+ sin ۲𝑥
=

𝑐𝑜𝑠۲𝑥 − 𝑠𝑖𝑛۲𝑥

𝑐𝑜𝑠۲𝑥

√۱+ 𝑠𝑖𝑛۲𝑥
= lim

𝑥→
۳𝜋
−

۴

cos ۲𝑥

𝑐𝑜𝑠۲𝑥√۱+ sin ۲𝑥

=
۲ cos ۲𝑥

√۱+ sin ۲𝑥

متغییر :تغییر 𝑥 −
۳𝜋

۴
= 𝑡 → 𝑥 = 𝑡 +

۳𝜋

۴
⇒ lim

۲ cos (
𝜋۳

۲
+ ۲𝑡)

√۱+ sin(
۳𝜋

۲
+ ۲𝑡)

=
۲𝑠𝑖𝑛۲𝑡

√۱− cos ۲𝑡

= lim
𝑡→۰

−

۲ sin ۲𝑡

√۲𝑠𝑖𝑛۲𝑡

= lim
𝑡→۰

−

۲ sin ۲𝑡

√۲|sin 𝑡|
= lim
𝑡→۰

۲ × ۲ sin t cos 𝑡

−√۲ sin 𝑡
=

۴

−√۲
= −۲√۲ 

𝑥 →
𝜋۳
−

۴
 

𝑥 →
𝜋۳
−

۴
 𝑡 → ۰

−
 

۴گزینه
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limحاصلمثال:
𝑥→۲
(

6

𝑥
۲
−۲𝑥
−
𝑥+۱

𝑥−۲
)تجربی( است؟ (96کدام

۱)−
۵

۲
۲)−

۳

۲
۳)

۱

۲
۴)

۳

۲

lim
𝑥→۲
(

6

𝑥۲ − ۲𝑥
−
𝑥 + ۱

𝑥 − ۲
) = lim

6 − 𝑥 (𝑥 + ۱)

𝑥 (𝑥 − ۲)
= lim

−𝑥۲ − 𝑥 + 6

𝑥۲ − ۲𝑥

=
۰

۰

ℎ𝑜𝑝
→ lim

𝑥→۲

−۲𝑥 − ۱

۲𝑥 − ۲
=
−۵

۲
۱  گزینه

حد: تعمیم

نهایت: بی در حد و نهایت بی حد

limاگر-
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = −∞ یا lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = در∞+ تابع ،𝑥 = 𝑎بی یا نامتناهی حد دارای

ندارد.( وجود )حد ندارد. حد نقزه این در و است کران

𝑓(𝑥) > ۰ → lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ۰ → lim
𝑥→𝑎

۱

𝑓(𝑥)
= +∞ 

𝑓(𝑥) < ۰ → lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ۰ → lim
𝑥→𝑎

۱

𝑓(𝑥)
= −∞ 

و𝑟اگر مثبت گویای عد آنگاه:𝐶یک باشد حقیقی عدد یک

lim
𝑥→±∞

𝑐

𝑥𝑟
= ۰ 

lim
𝑥→۰

+

۱

𝑥𝑛
= +∞ lim

𝑥→۰
−

۱

𝑥𝑛
= {
+∞ ; . باشد زوج 𝑛 اگر

−∞ ; . باشد فرد 𝑛 اگر
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lim
𝑥→+∞

𝑎𝑥𝑛 = {
+∞ , 𝑎 > ۰

−∞ , 𝑎 < ۰
lim
𝑥→−∞

𝑎𝑥𝑛 = {
+∞ , 𝑎 < ۰ , فرد 𝑛

+∞ , 𝑎 > ۰ , زوج 𝑛
 

∞ ابهام رفع
∞

:∞
حالت ابهام رفع برای : کسری و گویا توابع در

∞
بر را مخرج و صورت ابتدا ، گویا توابع در ،

از توانی از𝑥بزرگترین استفاده با سپس ، کنیم می تقسیم دارد وجود مخرج در که ،lim
𝑥→+∞

𝐶

𝑥
۲
= حد۰

یابیم. می را ها

مثال ∶ lim
۳𝑥۳ − 𝑥۲ + 𝑥 − ۱

۴𝑥۳ + 𝑥 + ۳
= lim

𝑥۳ (۳−
۱
𝑥
+

۱

𝑥۲
−

۱

𝑥۳
)

𝑥۳ (۴+
۱

𝑥۲
+

۳

𝑥۳
)

=
۳− ۰+ ۰− ۰

۴+ ۰+ ۰
=

۳

۴
 

lim
𝑥→±∞

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim

𝑎𝑥𝑚 + 𝑏𝑥𝑛−۱ + 𝑐𝑥𝑚−۲ +⋯

𝑎′𝑥
𝑛
+ 𝑏′𝑥

𝑛−۱
+ 𝑐′𝑥

𝑛−۲
+⋯

= lim
𝑥→±∞

𝑎𝑥𝑚

𝑎′𝑥𝑛

{
  
 

  
 𝑚 < 𝑛 → lim

𝑥→±∞

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= ۰

𝑚 = 𝑛 → lim
𝑥→±∞

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=
𝑥

𝑥′

𝑚 > 𝑛 → lim
𝑥→±∞

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= ±∞

limمثال:
𝑥→+∞

۳𝑥−√𝑥

𝑥+۳√𝑥
۳
=

۳

۱
= ۳

تابعمثال: یدر ضابطه 𝑓(𝑥)با =
𝑎𝑥𝑎−۳𝑥+۱

۳𝑥۲
+𝑥

limاگر
𝑥→∞

𝑓(𝑥) =
۲

۳
آنگاه ،𝑓(−۱)است؟ کدام

خارج تجربی (9۱-)سراسری

𝑥 → +∞ 

𝑥 → ∞ 
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𝑓 (−۱) =
۲ (−۱)

۲
− ۳ (−۱) + ۱

۳(−۱)۲ − ۱
=

6

۲
= ۳ 

𝑓(𝑥) =
𝑎𝑥𝑎 − ۳𝑥 + ۱

۳𝑥۲ + 𝑥
→ 𝑓(𝑥) =

۲𝑥۲ − ۳𝑥 + ۱

۳𝑥۲ + 𝑥
=

۲

۳
 

limمثال:
𝑥→∞

𝑎𝑥+9

۱−𝑥+√𝑥+۱
= وقتی۳ کسر این حد آنگاه 𝑥باشد، → تجربی۳ )سراسری است؟ (9۲کدام

𝑎

−۱
= ۳ → 𝑎 = −۳ lim

𝑥→۳

−۳𝑥 + 9

۱− 𝑥 + √𝑥 + ۱
=

۰

۰
مبهم

ℎ𝑜𝑝
⇒ 

−۳

−۱+
۱

۲√𝑥 + ۱

=
−۳

−۱+
۱

۴

= ۴ 

limحاصل:1تمرین
𝑥→−۲

(
۳

۲𝑥۲
+۵𝑥+۲

−
۴

𝑥
۲
−۴
تجربی( )سراسری است؟ (9۳-کدام

عبارت:2تمرین حد
𝑥+۲

𝑥
۲
−۲𝑥
+

۲[𝑥]

۲−𝑥
𝑥وقتی → ۲

−
خارج تجربی )سراسری است؟ (9۲-کدام

رادیکالی: ارزی هم

(۱) √𝑥۲ + 𝑎 ≈ |𝑥| 𝑥 →
±∞ x   
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(۲) √𝑎𝑥۲ + 𝑏𝑥 + 𝑐 ≈ √𝑎 |𝑥 +
𝑏

۲𝑎
| 

یمثال: ضابطه با تابع مورد 𝑓(𝑥)در =
𝑥

۲
−۱

𝑥+|𝑥|
)تجربی است؟ درست بیان (98-کدام

۱)lim
𝑥→۰

− 𝑓(𝑥) = +∞۲)lim
𝑥→۰

− 𝑓(𝑥) = −∞

۳)lim
𝑥→۰

+
𝑓(𝑥) = +∞۴)lim

𝑥→۰
+
𝑓(𝑥) = −∞

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑥2 − 1

𝑥 + 𝑥
= lim
𝑥→0+

𝑥2 − 1

2𝑥
=
−1

0+
= −∞ 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥2 − 1

𝑥 + |𝑥|
=
𝑥۲ − 1

𝑥 − 𝑥
=
𝑥2 − 1

0
نشده  تعریف

𝑓(𝑥)اگرمثال: = 𝑥 − √4𝑥2 + 𝑥حاصل limباشد،
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
خارج )تجربی است؟ (98–کدام

۱)۲-۲)۱-۳)۲۴)۳

lim
𝑥→−∞

𝑥 − √4𝑥2 + 𝑥

𝑥
= lim
𝑥→−∞

𝑥 − ۲ |𝑥 +
۱

8
|

𝑥
=

𝑥 + ۲𝑥 +
۱

۴

𝑥
= 3 

یمثال: ضابطه با تابع مورد 𝑓(𝑥)در =
𝑠𝑖𝑛 𝑥

۱+۲𝑐𝑜𝑠 𝑥
خارج )تجربی است؟ درست بیان (98-کدام

۱)lim
𝑥→

2𝜋+

3

𝑓(𝑥) = −∞۲)lim
𝑥→

2𝜋+

3

𝑓(𝑥) = +∞

۳)lim
𝑥→

2𝜋−

3

𝑓(𝑥) = −∞۴)lim
𝑥→

4𝜋−

3

𝑓(𝑥) = +∞
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lim
𝑥→
2𝜋+

3

sin 𝑥

1 + 2 cos 𝑥
=

√3
2
0−
= −∞ 

lim
𝑥→
2𝜋−

3

sin 𝑥

1 + 2 cos 𝑥
=

√3
2
0+
= +∞ 

lim
𝑥→
4𝜋
3

sin 𝑥

1 + 2 cos 𝑥
=

√3
2
0
= نشده  تعریف

𝑓(𝑥)اگرمثال: = 2𝑥 + √4𝑥2 + 𝑥حاصل limباشد
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)تجربی( است؟ (98کدام

۱)۱-۲)−
1

2
۳)−

1

4
صفر۴ )

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2 + 2 |𝑥 +
1

8
| = 2𝑥 − 2𝑥 −

1

4
= −

1

4
 

limاگرمثال:
𝑥→2

2𝑥−5

𝑥2+𝑎𝑥+𝑏
= 𝑎باشد،∞− + 𝑏ریاضی( است؟ (98کدام

صفر۱-۲(۱ )۳)۱۴)۲

lim
𝑥→۲

۱

𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏
= −∞ 

مضاعف ریشه دارای و مثبت همواره کسرباید باشد:۲مخرج

(𝑥 − 2)2 = 𝑥2 − 4𝑥 + 4 = 𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏 ⇒ 𝑎 = −4 𝑏 = 4 → 𝑎 + 𝑏 = 0 
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یمثال: ضابطه با تابع 𝑓(𝑥)دو =
𝑎𝑥+√4𝑥2+5

2𝑥+2
اگر ،lim

𝑥→+∞𝑓(𝑥) = 52
حد آنگاه ،𝑓(𝑥)وقتی

𝑥 → )تجربی۱− است؟ (9۵-کدام

۱)
2

3
۲)

5

6
۳)

3

2
۴)

5

4

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) =
𝑎𝑥 + 2 |𝑥 +

5
8
|

2𝑥 + 2
=
(2 + 𝑎)𝑥

2𝑥
=
5

2
 

2 + 𝑎

2
=
5

2
→ 𝑎 = 3 

lim
𝑥→−1

𝑓(𝑥) =
0

0

ℎ𝑜𝑝
→ lim

𝑥→−1

3 +
8𝑥

2√4𝑥2 + 5
2

=
3 +

−8
6

2
=

5
3
2
=
5

6
 

یتمرین: ضابطه با تابع 𝑓(𝑥)در =
𝑎𝑥8+15

3𝑥−√4𝑥2+15𝑥
limاگر

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = آنگاه1− باشد،

lim
𝑥→3

𝑓(𝑥)تجربی( است؟ (9۴کدام

۱)6-۲)۴-۳)۳۴)۵

نقطه در ی𝑓تابع:پیوستگی بازه در ی𝐼که نقطه در را است شده گویند،𝑎تعریف پیوسته آن دامنه از

هرگاه:

در-۱ باشد.𝑎تابع داشته حد

در-۲ تابع در𝑎حد تابع مقدار یعنی𝑎با ، باشد limبرابر
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎)

ی درنقطه تابع زیر های شکل نیست.𝑎در پیوسته

𝑎 

𝐿 

𝑦 

𝑥 

𝑎 𝑎 
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یمثال: ضابطه با 𝑓(𝑥)تابع = {
asin ۲𝑥 ;

𝜋

4
≤ 𝑥 <

3𝜋

4

cos (𝑥 +
𝜋

4
) ;
3𝜋

4
≤ 𝑥 < 2𝜋

𝑥در =
3𝜋

4
مقدار است. پیوسته

𝑎خارج تجربی )سراسری است؟ (9۰-کدام

پیوستگی برای 𝑓 (
3𝜋

4
) = lim

𝑥→
۳𝜋
+

4

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→
3𝜋−

4

𝑓(𝑥) 

lim
𝑥→
3𝜋−

4

𝑓(𝑥) = a sin
3𝜋

2
= −𝑎

lim
𝑥→
3𝜋+

4

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→
3𝜋
4

(𝑥 +
𝜋

4
) = cos𝜋 = −1

}

 

 
 

→ −𝑎 = −1 → 𝑎 = 1 

کداممثال: ازای ی𝑎مقداربه ضابطه با 𝑓(𝑥)تابع = {
𝑥2 + 𝑎𝑥 − 5 ; 𝑥 > 2
𝑎𝑥 − 1 ; 𝑥 ≤ 2

مجموعه روی بر

تجربی )سراسری است؟ پیوسته حقیقی (9۱اعداد

lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) =4 + 2 − 5 = 2𝑎 − 1 

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = 2𝑎 − 1 ⟹ 2𝑎 − 1 = 2𝑎 − 1 

مقدار هر ازای است.𝑎به برقرار رابطه این

مقدارمثال: کدام ازای 𝑓(𝑥)تابع𝑎به = {
3𝑥 − [𝑥] ; 𝑥 < 2
𝑥 ; 𝑥 = 2
𝑥 + 2 ; 𝑥 > 2

نقطه 𝑥در = است؟2 پیوسته

تجربی (9۲-)سراسری

lim
𝑥→2−

6 − 1 = 5 

𝑓(2) = 𝑎 → lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = 4  
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ازای به limپس
𝑥→2+

𝑓(𝑥) ≠ lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥)مقدار نیست.𝑎هیچ پیوسته تابع

یمثال: ضابطه با 𝑓(𝑥)تابع = {

1−𝑡𝑎𝑛2𝑥

cos2𝑥
; 0 ≤ 𝑥 <

𝜋

4

𝑎 cos 3𝑥 ;
𝜋

4
≤ 𝑥 ≤

𝜋

2

مقدار کدام ازای ی𝑎به نقطه در

𝑥 =
𝜋

4
تجربی )سراسری است؟ (9۳پیوسته

lim
𝑥→
𝜋
4

+
𝑓(𝑥) = 𝑎 cos

3𝜋

4
= −

√2

2
𝑎 

lim
𝑥→
𝜋−

4

𝑓(𝑥) =
0

0
→

1 −
𝑠𝑖𝑛2𝑥
𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥
=

𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥
𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥
1

= lim
𝑥→
𝜋
4

1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
= 2 

⟹−
√2

2
𝑎 = 2 → 𝑎 =

−4

√2
×
√2

√2
= −

4√2

2
= −2√2 𝑎 = −2√2 

یتمرین: ضابطه با 𝑓(𝑥)تابع = {

√1+cos 𝑥

𝑥−𝜋
; 𝜋 < 𝑥 ≤ 2𝜋

𝑎 cos
2𝜋

3
; 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋

مقدار کدام ازای ی𝑎به نقطه در

𝑥 ≤ )سراسری۲ است؟ خارجپیوسته (9۳-تجربی

۱)−2√2۲)−√2۳)√2

2
۴)√2

مقدارمثال: کدام ازای ی𝑎به ضابطه با 𝑓(𝑥)تابع = {
8+𝑥3

|𝑥+2|
; 𝑥 ≠ −2

𝑎 ; 𝑥 = −2
ی نقطه 𝑥در = −۲

)تجربی است؟ پیوسته چپ از (98-فقط

۱)۱۲-۲)6-۳)6۴)۱۲

lim
𝑥→−2−

8 + 𝑥3

|𝑥 + 2|
= lim
𝑥→−2−

8 + 𝑥3

−𝑥 − 2
=
0

0

ℎ𝑜𝑝
→ lim

𝑥→−2−

3𝑥2

−1
= −12  گزینه1

𝑓 (−۲) = 𝑎 = −12 چپ پیوستگی برای  
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یمثال ضابطه با 𝑓(𝑥)تابع = {
𝑥2−4

2|𝑥−2|
𝑥 ≠ 2

2 𝑥 = 2
در پیوستگی نظر 𝑥از = )تجربی2 است؟ چگونه

(98-خارج

پیوسته۱ چپ از پیوسته۲( ناپیوسته۳( راست و چپ از پیوسته۴( راست از )

lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) =
𝑥2 − 4

2𝑥 − 4
=
0

0

ℎ𝑜𝑝
→ lim

𝑥→2

2𝑥

2
= 2 

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) =
𝑥2 − 4

−2𝑥 + 4
=
0

0

ℎ𝑜𝑝
→ lim

𝑥→2

2𝑥

−2
= −2 

مقدارمثال: ازای ی𝑎به ضابطه با 𝑓(𝑥)تابع = {
3𝑥−6

𝑥−√𝑥+2
𝑥 > 2

𝑎𝑥 − 1 𝑥 ≤ 2
حقیقی اعداد مجموعه روی بر

)ریاضی است؟ (98پیوسته

۱)۵/۱۲)۲۳)۵/۲۴)۳

lim
𝑥→2+

3𝑥 − 6

𝑥 − √𝑥 + 2
=
0

0

ℎ𝑜𝑝
→ lim

𝑥→2+

3

1 −
1

2√𝑥 + 2

=
3

1 −
1
4

= 4 

lim
𝑥→2−

𝑎𝑥 − 1 = 2𝑎 − 1 ⟹ 2𝑎 − 1 = 4 ⟶ 𝑎 =
5

2
= 2/5  

ازبهمثال: مقادیری 𝑏ازای و 𝑎ی ضابطه با 𝑓(𝑥)تابع = {
𝑥[𝑥] ; |𝑥| < 1
𝑎𝑥 + 𝑏 ; |𝑥| > 1

روی پیوستهRبر

خارج𝑎است )ریاضی است؟ (98-کدام

۱)−
3

2
۲)۱-۳)−

1

2
۴)

1

2

𝑓(𝑥) = {
𝑥[𝑥] ; −1 < 𝑥 < 1

𝑎𝑥 + 𝑏 ;
𝑥 > 1
𝑥 < −1

𝑥=1 برای
→    lim

𝑥→1+
𝑓(𝑥) = 𝑎 + 𝑏 lim

𝑥→1−
𝑓(𝑥)

= 1(1−) = 0 ⇒ 𝑎 + 𝑏 = 0 1 
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𝑥=−1 برای
→  lim

𝑥→−1+
𝑓(𝑥) = −1[−1+] = 1 lim

𝑥→−1−
𝑓(𝑥) = −𝑎 + 𝑏 ⟹ −𝑎 + 𝑏 =

1 2 

1 + 2
⇒  2𝑏 = 1 → 𝑏 =

1

2
𝑎 = −

1

2
 

۳گزینه

: پیوستگی

یمثال: ضابطه با 𝑓(𝑥)تابع = {
𝑎𝑥 + 2𝑥−3 ; 𝑥 < 3
𝑎 log2(1 + 𝑥) ; 𝑥 > 3

نقطه 𝑥در = است،3 𝑓(2)پیوسته

)تجربی است؟ (97-کدام

صفر۱۴(۵/۱-۳(۲-۲(۱ )

lim
𝑥→3−

𝑓(𝑥) = 3𝑎 + 20 = 3𝑎 + 1

lim
𝑥→3+

𝑓(𝑥) = 𝑎 log2 4 = 2𝑎
⟹ 3𝑎 + 1 = 2𝑎 → 𝑎 = −1

𝑓(2) = −2 + 2−1 = −2 + 0/5 = −1/5 

یمثال: ضابطه با 𝑓(𝑥)تابع = {

𝑥

1−√1−𝑥
; 𝑥 ≠ 0

𝑎 ; 𝑥 = 0
مقدار کدام ازای نقطه𝑎به در ،𝑥 = 0

)تجربی است؟ (96-پیوسته

۱)۲-۲)۱-۳)۱۴)۲

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) =
0

0

ℎ𝑜𝑝
→ lim

𝑥→0+

1

−
−1

2√1 − 𝑥

= lim
𝑥→0

2√1 − 𝑥 = 2 

𝑓(0) = 𝑎 = 2 
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مقادیرمثال: کدام ازای ی𝑎به ضابطه با 𝑓(𝑥)تابع = {
cos𝑥−√cos𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥
; 𝑥 ≠ 0

𝑎 ; 𝑥 = 0
نقطه 𝑥در = 0

)تجربی است؟ (9۵-پیوسته

۱)−
1

4
۲)−

1

2
۳)

1

2
مقدار۴ هیچ )a

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) =
(cos 𝑥 − √cos 𝑥)

𝑠𝑖𝑛2𝑥
×
cos 𝑥 + √𝑐𝑜𝑠𝑥

cos 𝑥 + √𝑐𝑜𝑠𝑥
 

=
𝑐𝑜𝑠۲𝑥 − |𝑐𝑜𝑠𝑥|

(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥)(𝑐𝑜𝑠𝑥 + √𝑐𝑜𝑠𝑥)

lim
𝑥→0+

cos 𝑥 (cos 𝑥 − 1)

(1 − cos 𝑥)(1 + cos 𝑥)(2)

= lim
𝑥→0+

−
cos 𝑥

2(1 + cos 𝑥)
= −

1

4

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = −
1

4
𝑓(0) = −

1

4

یتمرین: ضابطه با 𝑓(𝑥)تابع = {
𝑥−[𝑥]

𝑥3−𝑥−6
𝑥 ≠ 2

𝑎 𝑥 = 2
مقدار کدام ازای ی𝑎به بازه در ۲و]، ۳)

)ریاضی است؟ (97-پیوسته

۱)
1

11
۲)

1

9
۳)

1

8
۴)

1

6

مقدارتمرین: کدام ازای ی𝑎به ضابطه با تابع ،𝑓(𝑥) = {
sin

𝜋

𝑥
; 1 ≤ 𝑥 ≤ 6

𝑎 + 𝑐𝑜𝑠2
𝜋𝑥

36
; 𝑥 > 6

روی بر ،

اعداد بزرگترازمجموعه است؟)تجربی۱حقیقی پیوسته ،9۴)

۱)−
1

2
۲)−

1

4
۳)

1

4
۴)

1

2
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